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Variables Aleatorias

(Q,F,P) ep. P(Q)=1
Y:Q—=R medible

Distribucién
Y ~p, 1 medida de probabilidad en R

P(Y € B)=pu(B) VB¢cB.

Si i es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue,
du = gdx, entonces Y se distribuye de acuerdo a una funcién de
densidad g, es decir

P(YeB):/g(x)dx VB e B.
B

Esperanza pu=E(Y) = [, Y(w) dP(w) = [ x g(x) dx
Varianza 0% = [ |Y — pl2dP = [ [x — p|? g(x) dx



Teoremas del Limite Central

In general usage, a central limit theorem is any of a set of
weak-convergence theorems in probability theory. They all express
the fact that a sum of many independent and identically
distributed (i.i.d.) random variables, or alternatively, random
variables with specific types of dependence, will tend to be
distributed according to one of a small set of attractor
distributions. When the variance of the i.i.d. variables is finite, the
attractor distribution is the normal distribution. In contrast, the
sum of a number of i.i.d. random variables with power law tail
distributions decreasing as |x|™*~! where 0 < o < 2 (and therefore
having infinite variance) will tend to an a-stable distribution with
stability parameter (or index of stability) of « as the number of
variables grows.
De Moivre - Laplace - Lyapunov - Pélya - Lévy - Markov - Cauchy
- Bessel - Poisson - Cramér - Kolmogorov
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Teorema del Limite Central: varianza finita

{X;:i €N} v.a.iid. con media 1 y varianza 0% < oo

Sp=SX;, &(Sy) =nu
i=1

n

Z Xi—nu 2

i=1 d N(0 02) ~ L e 207 dx
\/E n—o0 ’ 277‘0'

Para todo boreliano B

Sn_g(sn) ) / 1 . S
P|——————~¢B 2 d
< NG o Jg ora Y




Suma de variables aleatorias independientes

Y1, Y2 v.a. independientes con distribucién dada por las densidades

81Y 82:
Yi~ g1 Yo~ g

Entonces
Y1+ Yo~ gr*g
donde
fxg(x)= / f(x—y)g(y)dy.

Luego, si {X;: i € N} v.a.i.i.d. con densidad g,

n
Sn:ZX,-Ng*...*g:g(”)
i=1



Producto por un escalar

Y v.a. con densidad g, entonces dado ¢ € R\{0},
1 x
Y ~ —g()dx =t gi/e(x)dx

Es decir, la densidad de cY estd dada por una molificacién de
factor 1/c de la densidad de Y.

Luego, si {X;: i € N} v.a.i.i.d. con densidad g,

Sn n
=~ ngl(n-) = g”

S
=n . (n) N — o
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Transformada de Fourier (funcién caracteristica)

Y v.a.
Funcién caracteristica:  fy,(t) = £(e'Y)

La funcidn caracteristica determina univocamente la distribucién.

Si Y se distribuye con densidad g, entonces su f.c. es la
transformada de Fourier de la densidad, dada por

Flel(©) = &(6) = / g(x)e*€ dx

Convolucion — Producto
fxg= f.g
Molificacion — Dilatacidn

Flog(l(e) = 71e1 £



Demostracion TLC

Xi~g n=0 o°=1

i Xi ~Vn(g*---xg)(vn-) =
——

NG

n



Demostracién TLC

Xi~g n=0, o®=1

n

Lo g o)) =)

3



Demostracién TLC

Xi~g n=0, o®=1

n

Lo g o)) =)

3

Taylor:



Demostracion TLC

Xi~g p=0 o°=1



Demostracion TLC

X’Ng7 I’L:07 02:1

L Xi | g g)(y/A) = &
N’

\/E n
o 5(5)]

Taylor:

= [g(x)e O dx = [g(x)dx =1
g'(0)=—i[xg(x)dx=—ip=0



Demostracion TLC

X’Ng7 I’L:07 02:1

L Xi | g g)(y/A) = &
N’

ve n
o (5]
Taylor:
= [g(x)e *0dx = [g(x)dx =1
3/(0 ——lfxg X)dX_—llu,_O

A// :_fX g dx——o-2 1



Demostracion TLC

X’Ng7 I’L:07 02:1

Mwﬁ(g*---*g)(ﬁ'):g%
N’

vn
O AR
e -[e(5))
Taylor:
fg ideX _ fg —1
g/(o _—IfXg X)dX—_l,U:—O
A// :—fX g dX——o'2 1

g¢)=1- —l— o(£?)



Demostracién TLC

Xi~g, p=0, o’>=1

Mwﬁ(g*-“*g)(ﬁ'):g\(/g

\/E N——
n

ee-le(5)]




Demostracion TLC

Xi~g n=0 o*=1

27:1 Xi
Vvn

~ /(g xg)(Vn) =g\

o=l (5)]




Demostracion TLC

Xi~g n=0 o*=1

2z Xi R0




Ecuacién del Calor

Solucién fundamental:

W(x) = (4mt)~"2e /40
~ N(0,2t)



Teorema del Limite Central: varianza infinita

{X;:i €N} v.a.iid. con distribuciones de colas como |x|~*71,
donde 0 < v < 2 (luego tienen varianza infinita, y también media
infinita cuando a < 1).

Entonces, la distribucién de n‘fﬁ se comporta asintéticamente
como una distribucién simétrica a-estable (sae).

Las distribuciones sae se caracterizan por tener transformada de
Fourier de la forma e“cﬂa, donde ¢ es un parametro de escala
(mide la anchura de la distribucién).



Teorema del Limite Central: varianza infinita

{X;:i €N} v.a.iid. con distribuciones de colas como |x|~*71,

donde 0 < v < 2 (luego tienen varianza infinita, y también media
infinita cuando a < 1).

Entonces, la distribucién de n‘fﬁ se comporta asintéticamente
como una distribucién simétrica a-estable (sae).

Las distribuciones sae se caracterizan por tener transformada de
Fourier de la forma e“cﬂa, donde ¢ es un parametro de escala
(mide la anchura de la distribucién).

Ej: La distribucién de Cauchy es la distribucién de probabilidad sae
de pardmetros a =1y ¢ = 1, y tiene una funcién de densidad
dada por 1




Ecuacidn del Calor fraccionaria

Laplaciano fraccionario:

—(—A)g(x) = V.p./ Mdy

yeR+ X — y|ts

Solucidén fundamental:

S ts
P (x) =

nts
(22 + |x[?) 2



Contextos mas generales

(X,d,p) et.h.dedim 1 (normal)

Operador de diferenciacién fraccionaria, 0 < s < 1:

D5g(x) = / g(x) —&(y) dy

eX d(X7 y)1+s

Problema:

{%(X,t) = D%u(x,t), xe X, t>0;

u(x,0) = up(x), x € X.
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Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

(RT,0,[-[)  Z={1=t=[k2 (k+1)27):j € Z k eNo}
d(x,y)=inf{|l| : x,y € 1,1 € 2} distancia diidica
(ultramétrica)

Operador de diferenciacién fraccionaria diddica:

Dég(x) / N g(x) —&ly) dy

o(x, y)t+s
Problema de difusién:

du _ s + .
Py ! o D°u, X€R+,t>0,
u(x,0) = uw(x), x € R™.



Ondiculas de Haar en R™

Ho.4)(x) = A2 1) (x) = A(x)

W(x)=2"2h2x—k) jeZ, keNg

b.o.n. L3(R)

= ’ 1 base incondicional LP(R)



Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

Actis - Aimar [2014]

Solucién explicita:

u(x, t) = D e " (up, h)h(x)
hes#

donde 7 es el sistema de Haar en L2(RT), j(h) es la escala
(resolucién) de hy (up, h) = [ uo(x)h(x)dx.

Forma integral:
ulx.t) = [ Ky unly)dy,
R+

Kxyit)= 3 e ®"h(x)h(y) x,y €R*, t>0.
hes?t



Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

Ndcleos:

K(x,y;t Z e 27" x)h(y) x,y €R", t>0
het



Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

Ndcleos:

K(x,y;t) Z e 27" x)h(y) x,y €R", t>0
het

= ¢ (0(x,y))



Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

Nucleos:
K(x,y;t) = Z e h(x)h(y)  x,y €RT, t>0
he#
= ¢ (6(x,y))




Difusiones asociadas a Diferenciaciones Diddicas en R

Nucleos:
K(x,y;t) = Z e 2 hx)hy)  x,y €R', t>0
het
= ¢ (0(x,y))
1 i(x,y)
T tl/s tl/s
p:RT" >R
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Procesos aditivos
Nucleos de “transicién” K : Rt x Rt — RJ.
f densidad inicial: f >0, [fdx=1

700 = [ () dy
T2f(x) = / TF(2)K(z, x) dz
//f(y)K y,z)dy K(z,x) dz

/ﬂﬂ(/m%)Mzmw)w
/f

Wﬂﬂz/ﬂmﬂ)



Nucleos de Markov diadicos

Ndicleos de transicién diddicos (de tipo Markov): z%/
K:RT x RT - RJ tales que
(i) K=pod
(i) o K(x,y) dy =1
(i) K(x,y) > K(x,z) < 0(x,y) < d(x,2)
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Nucleos de Markov diadicos

Ndicleos de transicién diddicos (de tipo Markov): z%/
K:RT x RT - RJ tales que
(i) K=pod
(i) o K(x,y) dy =1
(i) K(x,y) > K(x,z) < 0(x,y) < d(x,2)

Kex =K0nex

Perfiles:
p:RT - R
L >0
» S22 =1
JEZL
> ¢ mondtono no decreciente
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Nucleos de Markov diadicos

Molificacion:
Kn(x,y) = np(nd(x,y))

obs: n=2 = 2p(2§(x,y)) = 2p(6(¥x,2y))
Kai(x,y) = 2(6(2x, 2y)) = ZK(2x, 2y)

Factor adecuado de molificacién: 2/

KexX =K, ex



Procesos de Markov - Andlisis espectral

Sn ()
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Procesos de Markov - Andlisis espectral

Sn ()
Antes Ta ™ &.1/0
Ahora K 5T, (Proceso Pi(K))
Teorema

Sea K € & y T el operador asociado. Entonces

Th=Xh)h, Vhe .

Obs: Los autovalores A\(.7’) determinan univocamente al nticleo
Kex.
» A\(h) depende sélo del nivel de h, i.e. A(h) = A(j(h))

» \(h) ———— 0, MNh) ——1
J(h)—=4o0 Jj(h)y——o0

> A(h) = A(h) & j(h) < j(h)



Procesos de Markov - Andlisis espectral

Sn n
Antes 1o ™ gr(;l/)a
Ahora K — T, (Proceso Pi(K))
Teorema

Sea K € 2 y T el operador asociado. Entonces

Th= Xh)h, Vhe 2.

Lema

Tih= N2 (h)h = A(i(h) — )% h



Teorema de Alternativas

Sean K € # y {T,: n € N} la sucesién de operadores integrales

generados por el proceso de Markov P; con niicleo de transicién K.
Si el espectro de {T,} converge puntualmente respecto al sistema
de Haar, i.e.

lim A\2"(h) = Aoo(h) Vhe #

n——+00

entonces ocurre una de las siguientes alternativas:
1. Ao(h) =1 VYhe 2,
2. Ao(h) =0 Vhe 7,
3. Aoo(h) = e I para algiin 7 > 0, Vh € 2.
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Teorema de Alternativas

Sean K € # y {T,: n € N} la sucesién de operadores integrales

generados por el proceso de Markov P; con niicleo de transicién K.
Si el espectro de {T,} converge puntualmente respecto al sistema
de Haar, i.e.

lim A\2"(h) = Aoo(h) Vhe #

n——+00

entonces ocurre una de las siguientes alternativas:

1. Ax(h)=1 Vhe 2, (LGN)
2. Ao(h) =0 Vhe 27, (dispersién)

3. Aoo(h) = e I para algiin 7 > 0, Vh € 2.
(Leyes Centrales)



Un Teorema del Limite Central (s = 1)

Sea K = ¢ 06 un nicleo de 7.
Si ¢(x) decae en el infinito como x 2, i.e. lim (2)%¢(2/) < oo
J—)

entonces el proceso de Markov P; con nicleo de transicién K
satisface una ley central.

En particular, si ¢ tiene “indice de estabilidad diddico” o > 0, es
decir, 1imj_00(2/)?p(2/) = o, entonces el proceso P; tiene como
limite al operador integral T, de autovalores

ANH#) = el = e=72) cuyo niicleo estd dado por

Keo(x,yio)= Y e h(x)h(y)  x,y € R*.
hes#
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Bosquejo demostracién

Sean A\(.#7) los autovalores de el operador asociado a K.
0<A«1 A no decreciente
Si Mp)=1= rx=1

A(j)=1-270

W) = NG = i) = (1- 270

_ (1 — 2*7(1'7,'))2%/_,.) Si=y(i—i)
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Bosquejo demostracién

Sean A\(.#7) los autovalores de el operador asociado a K.
0<A«1 A no decreciente
Si Mp)=1= rx=1

A(j)=1-270

N () = N (=) = (1-2707)
2i—=vy(i—i)

=|(1- 2*7(1'*:'))2”“_”

— )\oo(.’) = 672*”0)



Convergencia

La convergencia del espectro implica la convergencia en L? cuando
el dato inicial esta en L2,

Teorema
Sea K € # yf € L2 Si(T;) converge en espectro al operador

L2
Too entonces T;f ——— Tof.
I—400

Demostracién

Como J es base ortonormal de L2, f =3, .(f, h)h.
Por la continuidad de los operadores T;,

Tif = Y _(f.h)Tih="Y_(f.h)Ai(h)h.
he he
para cada i € NU {4o00}.



Convergencia

ITif = ToeFI3 =11 (A (h) (f, hyhli3
hest
= ih (D) [(F, h)?
hest

que converge a 0 cuando i — 400 por del teorema de
convergencia dominada, dada la acotacién uniforme de los
autovalores (0 < Aj(h) < 1 VhVi).

O

Teorema

SeaKe# yfelP,conl< p< 0. Entonces la convergencia
del espectro de la sucesion (T;) al operador T, implica la
convergencia en LP de (T;f) a Toof.



Teorema de Alternativas (s = 1/2)

Sean K € # y {T,: n € N} la sucesién de operadores integrales
generados por el proceso de Markov P1 con nicleo de transicién K.

2
Si hay convergencia puntual del espectro de { T,,} respecto al
sistema de Haar, i.e.

lim X2 (h) = A(h) Yhe #

n—+o0
entonces ocurre una de las siguientes alternativas:
1. Ao(h) =1 VYhe 2,
2. Ao(h) =0 VYhe 7,
3. Aoo(h) = e~ e H,

donde i = j(h) mod 2y 7 = (70,71) es tal que 0 < 79 < /27y
y 71 < V27.



Casomp=m =7

Teorema del Limite Central (s = 1/2)

Sea K = po4d. Si p(x) decae en el infinito como |x|~(141/2) je.
limj—00(2/)3/2(2/) < o0, entonces el proceso de Markov Py /> con
nicleo de transicion K satisface una ley central.

En particular, si ¢ tiene indice de estabilidad diddico o > 0, es
decir, 1imj_,00(2/)3/2(2/) = o, entonces el proceso Py /o tiene
como limite al operador integral T, de autovalores

A = e=ollON 2,

Su nicleo Kix, y; o) es el que determina la solucién de la ecuacién
de difusién diferenciacién fraccionaria diddica, cuando o se mueve
en los reales positivos.



